Теория пределов и дифференциальное исчисление

Задача №1

Вычислить производные следующих функций:

1) ;

2) ;

3) ;

4) ;

5) ;

6) ;

7) ;

8) ;

9) ;

10) .

Решение

Для решения этих примеров необходимо выучить наизусть правила дифференцирования, таблицу производных, а также нужно хорошо разбираться в порядке следования операций в математическом выражении. Все это подробно изложено в лекции 1. Там же даются решения примеров, сходных с предложенными выше.

1) ;

2) .

3) .

4) 

.

5) 

.

6) 

.

7) .

8) 



.

9) 

.


10) 




.
	
	


Задача №2

Используя эквивалентности и правило Лопиталя, вычислить следующие пределы:

1) ;

2) ;

3) ;

4) ;


5) .
Решение

Перед решением этих примеров следует изучить лекции 4 и 5.







1) По теореме 6, стр. 18, при  многочлен эквивалентен своему одночлену с наивысшей степенью. Так как во всех вариантах  и , то  и
. По теореме 7, стр. 18, числитель и знаменатель можно заменить на эквивалентные им функции. Имеем:

.






2) Из цепочки эквивалентностей (8), стр.17, следует, что при , а значит  (это легко вытекает из определения 11, стр.17). Из той же цепочки эквивалентностей получаем, что . Заменяя числитель и знаменатель эквивалентными им функциями, получаем:

.
Отметим, что проведенные рассуждения были возможны, так как во всех вариантах параметры a, b и c отличны от нуля.








3) Решение этого примера совершенно аналогично решению примера 13, стр. 20. Имеем: при  , . Поэтому

.
4) Для решения этого примера (который совершенно аналогичен примеру 14, стр. 21) следует применить правило Лопиталя (см. теорему 9 на стр. 20-21). Имеем:

.

5) Перед решением этого примера следует просмотреть пример 19 на стр. 22. Обозначим  и прологарифмируем данное равенство. Получаем:



.
Применяя еще пять раз правило Лопиталя, и в результате получим:

.
Перейдем теперь от логарифма к самой функции:

.
Заметим, что вместо пятикратного применения правила Лопиталя можно было применить эквивалентность (именно так сделано в примере 19).
	
	


Задача №3


Провести полное исследование функции  и построить ее график.

Решение

Решение этой задачи базируется на материале лекций 8-10.
1. Область определения данной функции определяется условием:

.

Итак, (y) = .
2. Произведем исследование функции на экстремумы и интервалы монотонности. Вычисляем производную:







.
Приравнивая производную к нулю, получаем уравнение:

.

Находим корни этого уравнения:  (критические точки).
Строим таблицу, как это сделано в примерах 21-25 на стр. 32-34.
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3. Найдем асимптоты графика исследуемой функции. Так как наша функция является рациональной дробью, то по теореме 21, стр. 36, она имеет вертикальные асимптоты в корнях знаменателя, которые не являются корнями числителя. Параметры a, b и c во всех вариантах подобраны так, что числа  и  не являются корнями числителя. Поэтому прямые  и  являются вертикальными асимптотами графика исследуемой функции.
Из теоремы 21 следует, что у рациональной дроби левосторонние и правосторонние наклонные асимптоты совпадают (если они вообще есть). Вычисляем:

;



.

Таким образом,  – наклонная асимптота.
4. Проведем исследование на выпуклость. Найдем вторую производную заданной функции:








.

Приравнивая вторую производную к нулю, находим единственную точку, подозрительную на перегиб: . Составляем таблицу для второй производной, как это сделано в примерах 32-34 на стр. 41-42:
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5. Построим теперь график функции. Его надо строить поэтапно, как это делалось в примерах из лекций 8-10. Приблизительно вид графика будет такой:


(при выполнении работы на график нужно нанести все критические точки и точки перегиба, а также построить асимптоты).



Задача №4



Найти частные производные  функции :



Решение

Для решения этой задачи нужно изучить лекцию 11.
1)


2)




3)








.
4)




	
	


Задача №5



Вычислить в точке градиент и производную по направлению :



Решение

Перед решением этой задачи рекомендуется изучить лекцию 11 и, в особенности, пример 39 на стр. 46.

1) .



Таким образом, . Далее, пронормировав вектор  получаем единичный вектор . Применяя формулу (37) на стр. 46, будем иметь:

.
2)




Таким образом, . Так как , то

.
	
	



ПОЯСНЕНИЕ

Вариант выбирается по двум последним цифрам зачетной книжки. Если последние две цифры образуют число, меньшее пятидесяти, то номер варианта совпадает с этим числом. Например, если последние две цифры – 48, то и вариант – 48.
Если последние две цифры образуют число, большее или равное пятидесяти, то номер варианта равен разности между этим числом и пятьюдесятью. Например, если последние две цифры – 61, то вариант – 11.

Таблица

	№
	a
	b
	c
	
	№
	a
	b
	c

	0
	3
	2
	4
	
	25
	2
	1
	3

	1
	3
	1
	3
	
	26
	2
	1
	4

	2
	3
	1
	4
	
	27
	5
	4
	1

	3
	4
	2
	1
	
	28
	2
	2
	3

	4
	5
	1
	5
	
	29
	1
	4
	1

	5
	3
	1
	4
	
	30
	2
	2
	2

	6
	4
	4
	2
	
	31
	2
	2
	4

	7
	2
	1
	1
	
	32
	1
	5
	1

	8
	1
	4
	4
	
	33
	4
	1
	1

	9
	2
	2
	1
	
	34
	2
	4
	1

	10
	3
	5
	1
	
	35
	2
	5
	5

	11
	2
	2
	4
	
	36
	4
	2
	4

	12
	3
	2
	1
	
	37
	2
	4
	4

	13
	5
	3
	1
	
	38
	3
	3
	4

	14
	1
	1
	4
	
	39
	2
	3
	1

	15
	5
	1
	4
	
	40
	4
	1
	4

	16
	4
	2
	1
	
	41
	1
	2
	1

	17
	1
	2
	4
	
	42
	3
	2
	5

	18
	5
	5
	3
	
	43
	2
	1
	5

	19
	2
	2
	4
	
	44
	3
	3
	1

	20
	1
	3
	1
	
	45
	2
	4
	2

	21
	5
	1
	2
	
	46
	1
	4
	4

	22
	1
	3
	5
	
	47
	2
	2
	2

	23
	5
	1
	4
	
	48
	5
	1
	5

	24
	1
	5
	2
	
	49
	3
	1
	2
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